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公共財の共同消費における安定性ω
一一ゲーム理論的アプローチ一一
中 山 幹 夫
1 はじめに
純粋交換市場においては，適当な条件のもとで，競争均衡は契約曲線上にあ
るという Edgeworthの命題が拡張された形で、成立する。すなわち，純粋交換
市場にはコアが存在し，競争均衡はコアに含まれる。さらに経済主体の数が大
きくなると，契約曲線は競争均衡に収れんするという Edgeworthconjecture 
が，コアの極限定理として Debreu & Scarf 〔2〕によって証明されているO こ
のことは， くり返すまでもなく，非常に多くの経済主体から成る経済では競争
均衡のみがパレート・最適かっ安定な資源の配分状態で、あることを意味するO
一方，公共財を含む経済においては，適当な条件のもとで Lindahl均衡が存
在し，それはコアに含まれることが証明されている（Foley〔4））。しかしなが
ら， Lindahl均衡は各消費者が公共財に対する選好を正直に顕示するという，
きわめて疑わしい仮定を前提としない限り達成されないばかりでなく， Foley
自身も指摘しているように，公共財を含む経済のコ 7は一般にきわめて大き
く， Lindahl均衡以外の無限に多くの資源配分が安定になるとし、う不都合な事
態が生ずる。
(1) この論文は， M.Kaneko & M. Nakayama〔5）を若干異なる視点から書き改ため
たものであり，定理1～ 4は上記論文によっている。
(2) この事実は， M.Kaneko & M. Nakayama, op cit.では，ゲームが Convexgame 
になる，という定理で表現されている。 Convexgameがきわめて大きいコアをもつこ
とについては， Shapley〔11〕参照。
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ところが，もし，公共財を含まない市場におけると同様に，公共財を含む市
場においても経済主体の数が大きくなるにつれてコアが Lindahl均衡に収れん
するとし、う命題が成立するならば， Lindahl均衡のみがパレート・最適かつ安
定な資源配分を達成し，各消費者が正直に選好を表示することがゲーム論的に
みて安定な結果をまねくことになるO
しかし Muench〔8〕によってこのような命題の成立しないことが示され
た。つまり，極限においてもコアはLindahl均衡以外の配分を一般に無限に多
く含むのであるO したがって，価格メカニズムは機能し得ないばかりでなく，
コアの概念もまた有効な意味をもち得ないと言えるであろう。
さて，公共財を含む市場においてこのような結果が導びかれるのは，主とし
て公共財の定義によるものであると考えることができるO すなわち，消費にお
ける競合性がなく各消費者の公共財消費量はその供給量に等しいという形で公
共財が取り扱われているO しかし，よく言われるように，現実に公共財として
考えられるものの中には，国防などのごく少数の例を除いてこの定義にしたが
う公共財は存在しないであろう。この現実性にとぼしい Samuelsonの定義は，
その後，様々な観点から批判され修正されているが，なかでも， Buchanan〔1〕
あるし、はより最近の Ellickson〔3〕にみられるように，公共財の消費による効
用（あるいは生産費用〉は，それを共同で等量消費する人数に依存するという
定式化は公共財の分析をさらに進めるためには不可欠なものと言える。とく
に， Ellicksonは，混雑をともなう公共財の概念を導入し，より広範な外部性
の問題を取扱うためのフレーム・ワークを提供した。その中でも大きな貢献
は，公共財に混雑がともなうならば， Lindahl均衡はコアに含まれるとは限ら
ず，さらにコア自身が空集合となる例を提示したことであるO コアが空集合で
あるというのは，後で述べるように，どのような資源配分に対しでも経済主体
全体のある部分集合は彼らだけで財を交換，生産および消費することによって
彼らの効用水準はもとの配分に対応するものより大きくなり得ることを意味す
るO したがって，資源配分はこの意味において安定性を欠くことになるO
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以下においてわれわれは，このような，コアが空集合になるということは，混
雑をともなう公共財を含む経済における単なる特殊な現象なのではなく，むし
ろ本質的な特質であることを示そう。つまり，まずコアが空集合となる可能性
を示し，さらに，経済主体の数が十分大きいときは，例外的なケースを除けば
コアは存在しないことを示す。経済主体の数が大きいときコアがなくなるとい
うことについては， Roberts〔10〕が連続無限人の主体から成る経済のモデ、ル
を用いて推測しているが，証明するには至っていなし、。
われわれのモデ、ルにおいては，混雑は，公共財の消費から受ける効用がそれ
を共同で等量消費している主体の数の減少関数であるとして表現される。この
ような取扱いから予想されることは，公共財を共同で等量消費しているグルー
プの規模が大きくなるとき，平均の純便益が低下しはじめるようなク、、ループ規
模があるということであるO したがって，主体の数が十分大きいときは，全体
が一つのグループとして等量消費することはかならずしもパレート・最適とは
ならず，全体はいくつかの消費グループに分かれて等量消費することになるで
あろう。コアが存在しないことは，実は，このような消費グループのグルーフ
分けの安定性がそこなわれ，有利なグループ形成をめぐって各主体は提携・分
裂を絶えずくり返すとし、う状況を意味するのであるO
以下，第2節では，混雑をともなう公共財の共同消費を特性関数型n人ゲー
ムに定式化し，コアの定義について述べる。第3節では主要定理を含むいくつ
かの結果を述べるO
2 公共財共同消費のゲーム
われわれは，以下において 1種類の公共財のみを考え，他の財は自由に転移
可能な貨幣で代表されるとする。経済主体の全体を， N={l,2，…，n｝とするo
Nの任意の空でない部分集合Tは， N-Tのメンバーを排除してTのメ γパー
だけで公共財を生産し，かっその公共財を等量消費することができる。このよ
うなTを，共同消費グループ（collectiveconsumption group）とよぶ。各経済
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主体 iENが共同消費グループTでZだけの公共財を消費するとき，得る効用
はTにも依存すると仮定する。これを ui(x,T）で表わし，貨幣で測られるもの
とする。公共財をzだけ生産する費用はTとは独立で C(x）で与えられる。こ
れらの効用関数的（x,T），費用関数 C(x）は，次の仮定を満たすものとする。
( 1) u/x, T）は， x（とO）に関する単調増加連続関数で上に有界
( 2) ui(x, T）は， T(CN）に関する単調非増加関数（ただし， i ET), i. 
e., TcSならば向くあT）三三円（x,S),
(3）的（0,{i}) =O, 
(4) Cくめは， x（とO）に関する単調増加な凸関数で， C(O)=O.
公共財の混雑は仮定（2）によって導入されるO すなわち，共同消費グループ
Tに他のメンパーが加わると，公共財消費水準が同じである限りTのどのメン
パーの効用も決して増加しなし、。ここで，すべての iENについて， u/x,T) 
がTと独立 （i.e.,uJx,T)=u;(x） である場合がいわゆる純粋公共財である。
われわれは以下において，純粋でない公共財を取り扱う。
さて，このような混雑をともなう公共財の共同消費をゲ｛ムに定式化しよ
う。 Nの空でない任意の部分集合SはSだけで公共財を生産し消費することに
よって，得られる純便益を最大化する。このとき，つねにSがそれ自身一つの
共同消費グループとなるとは限らず，一般にSはし、くつかの互いに素な共同消
費グループでの純便益の和を最大化するであろう。いま， Sの部分分割Pの全
体を π（S）と表わせば， Sの純便益の最大値は
( 1 ) v(S) =max ~ B(T) 
ρ巳π（5) 1’正三ρ
(3）つまり，公共財Zの消費と貨幣の増（減）分 giに対し，
Ut(x,gt, T）ニUi(X,T)-+ gi 
の形の効用関数を仮定する。このことによって各主体の効用は加算することが可能と
なるが，効用の個人間比較を行なっているわけではない。これについての詳細は，
Shapley & Shubik〔12）参照。
(4) 凸性によって C(x）は開区間（0, oo）で連続である。また，単調性と凸性および
C(O)=Oより x=Oでも連続となることに注意。
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ただし，
(2) B(T)=max （~ ui(x,T)-C(x)) 
z注O iET 
と与えられるO こうして， Nの部分集合の全体で定義される実数値関数uが得
られる。ただしり（θ）=O (0は空集合〉とするO このりを特性関数といい，対
(N,v）を特性関数型n人ゲームとし、ぅ。以下， c 1),c 2）で定義される公
共財共同消費のゲームを （N,v）と書くことにしよう。また経済主体iをプレ
イヤー iとよぶことにする。
全体Nは， Nのある分割Pのもとで純便益の最大値 v(N）を達成する。この
とき，各プレイヤ－ iの受け取る利得的は次の条件を満たさなければならな
いであろう。
(3) ~αi=v(N) 
iEN 
(4) αtとりc{i}) 
(3）は全体的合理性の条件，（4）は個人的合理性の条件とよばれる。この
ような利得ベクトル α＝〈αl，α2，…＇an）をゲーム（N,v）の配分（imputation)
とし、う。ゲームの結果は一般にこのような配分全体のある部分集合となるO と
くに，次のような条件を満足する配分の集合を，ゲーム （N,v）のコア（core)
とし、う。
(5) ~引とり（S), for al ScN. 
iヒS
与えられたゲームに対し，空でないコアが存在するとは限らないが，もし存在
(5) より一般的にはコアは以下のように交配（domination）とし、う概念を通して定義さ
れる。利得ベクトル α＝（αl，α2，…，αn),/3 = (/3I, /32, ・./3n) （ただし， 2 αi, 2J h三
zξN iE_N 
り（N）とする）に対して，もし， v(S)孟2αz，αi>/3i,for al iESなる ScNが
z正三S
あるとき，戸はSに関してαに支配されるといい，このようなSが少なくとも 1つあ
るならば， Pはαに支配されるという。コアは，いかなる利得ベクトルにも支配され
ない利得ベクトルの全体で、あるO この定義と条件（5）とが同値であることは容易に
示される。また，この定義において S=Nとすることによりパレート・最適の定義
（ただし通常の定義よりも弱し、形であるが）が得られるので，コアはパレート・最j白
な利得ベクトルから成ることがわかるO
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すれば， コアの中の配分に対しては， Nのどのような部分Sもそれを他の配分
でおきかえる動機と実行力とをもたなし、。実際， コアに属する任意の配分αに
対して， SがSの各メ γパーにαに示されるより大きい利得ん（＞的， for al 
iES）を保証しようとしても， Sが自身で保証し得る利得はり（めであって，
2 引とり（S）によりこのような意図は実行に移し得なし、からである。したがっ
iεs 
て，コアの中の配分はこの意味で他のどの配分にもおきかえられることはな
く， きわめて強い安定性をもっている。またコアがパレート・最適性をみたす
ことは定義からただちに従う。
われわれは，まずこのようなコアがゲーム（N,v）に存在するかどうかにつ
いて考察する。以下，空でないコアが存在することを Coreキθ，そうでなけれ
ば Core＝（｝ と書くことにしよう。
補助定理1 任意のSc Nについて
ただし ISiはSに属するプレイヤーB(S) 1 一一一三三一一切（N）ならば Coreキ（｝.ISi 
の数をあらわす。
証明 P を S のある分割とし， v(S）三~ B(T）であるとしよう。配分 α＝
／噌噌 Tερ 噌、
（α1, a3，…，αn) =(--=-v(N), --=-v (N），…，－－＝－v(N））をとれば，任意の S¥ n n n 1 
に対して，
_Isl α「て－－；：－v(N）＝~ ITI・で－；：－v(N)
iES n TE三p ，ι 
ミ三~ ITI ・ _!!Slλ＝~ B(T）ニv(S)
Tερ ！Tl Tερ 
（証明終〉
定義1 ~：！］＿＝max 空笠2ーなる S*cN を， n－最適な共同消費グループ，
IS*I SCN ISi 
(6）註（5）参照。
(7）特性関数型n人ゲーム（ただし本文におけるようにりが実数値関数として与えら
れている場合〉が空でないコアをもつための必要十分条件は（N.，ゆが平衡ゲーム
(balanced game）となることであるとし、う定理がある。 (Shapley〔10）参照）しか
しこの定理をわれわれのゲームに適用しでもほとんど何も言えない。
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または単に n－最適（n-optimal）であるとし、う。
補助定理2 v(N）三~ B(T）であるとするO このとき， Core＝θならば，
Tεp 
Nの分割ρは nー 最適でない共同消費グノレープを含む。
証明 任意の TEPが n－最適で、あるとしよう。すると，任意の ScNに対
し‘て，
り（N）三f,:1B(T）＝~ !Tl・2空L
TερTερ ！Tl 
=f,J IT! .!i竺L
1’ερIS*I 
B(S) B(S) と~IT！·一一一＝n・一一一一
TEρISi ISi 
ゆえに補助定理1より Coreキ0. （証明終〉
補助定理1から，もしN自身が nー 最適な共同消費グループであるならばコ
アが存在するO 混雑のともなわなし、し、わゆる純粋公共財の場合がこれにあては
まり， nがどれだけ大きくなってもコアが存在する。補助定理2は，コアが空
集合となるための必要条件を与えている。たとえば，もし n－最適な共同消費
グループ S＊ が一意ならば， n=IS*I +1の場合には Core＝θとなる可能性が
大きいであろう。このことを明確にするため，次の節でゲーム（N,v）をいく
らか単純化して考察しよう。
3 グループ規模の拡大とコア
各プレイヤーの効用関数は同じ形であり，混雑の効果は共同消費グループの
人数のみに依存するものとしよう。すなわち，
(6）的（x,T)=u(x,ITI), for al iEN 
(8）註（2）参照。
(9) Richter 〔8コは，混雑をともなわない純粋公共財の場合に， S(cN) の生産する
公共財を消費しながら N-Sもまたある合理性にもとづいていくらかの公共財を生
産をすると仮定するならば， Coreニ0となり得ることを示しさらにそのための必要
条件を一般的なフレーム・ワークで与えている。
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と与えるO このような単純化によって，特性関数uは， IRl=ISIならばv(R)
=v(S）とし、う条件を満たすようになるO このようなゲームは対称ゲームとよ
ばれるO われわれはこれを， (n,v）と書くことにしよう。
定義1における nー 最適な S＊ の人数 IS*Iを nー 最適規模 （n-optimal 
size）とよぶことにする。
以上の対称化によって，補助定理 l, 2はいずれも必要十分条件の形に書き
直すことが可能となる。
定理1 ゲーム （n,v）において，
B(S) 1 
( 7) Coreキ0くー 〉一一一一く－ v(N),for al ScN. - ISi = n 
証明白〉補助定理1によるO
。〉配分αがコアに入り，かつ（7）において0が成立しないとしよう。つ
., B(R) 1 
まり，ある rC区民n)K.対して，寸支「＞------;zv(N),CIR I = r）とするo
uの定義からむ（R）とB(R）だから，
り（R) 1 
(8) 一一一一＞一一－v(N)IRI 
となる。さて， αはコアに属するから，
~ 町二三v(S) for al ScN. 
iE:S 
この不等式をすべての R(IRI=r）について加えると，
I: In一：IαよInい（R)
iENw-11 ¥ r I
i.e., (;= ~）v(N）ミ（；)v(R) 
t n ¥ 
ゆえに， v（めとポヤ∞＝？とり∞
¥r-11 
これは（8〕に矛盾する。 （証明終〉
定理2 Pを， v(N)==L:i B(T）なるNの任意の分割とする。このとき，
TEρ 
(i) Coreキ（） ＜＝＞任意の TEPが nー 最適であるO
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Coreキθ，Pキ（N）ならばコアは一意な配分から成るO
）?? ? ?
?
?
?
（?
。〉補助定理2による。
。） nー 最適でない TEPがあるとすると，
B(T) 
v(N)==E B(T)=E ITI・一一一一一
TερTερ ！Tl 
B(S*) B(S勺
くZ ITI・ =n・一一一一－
T臼 IS*I ]S*I 
ゆえに定理1から Core＝θ．
）?? ? ?
?
（???
Cor仰ならば定理1から配分（ーとv(N),－~－－ v(N), , *-v(N)) 
がコアに属する。いま， αをこれと異なる配分としよう。
もし，ある TEPについて，刃向くB(T）ならば， B(T）三v(T）より αは
iEミT
）?? ?
?
?
?
（?
コアに属さない。
一方， Z 引とB(T),for al TEρとしよう。 αは配分であるから Zαi=
itミT iE三T
B(T), for al TEPとなるO Pキ（N）に注意すれば，
イくート（N）， α之ート（N)
なる i'ET',i"ETぺT',T”EP,T’キTつがあるO ゆえに，
2αtくz αi=B(Tつ
tξ（T＂ー ｛i＂｝〕U{i'} iεT" 
三当（Tつ＝v((T”一{iつ）u {i’）〉
（証明終う
ゲーム （N,v）が空でないコアをもっとは限らな
したがって， αはコアに属さない。
これらの定理はし、ずれも，
プレイヤー全体が各々 n－最適な共同消費グルいことを示している。つまり，
ープを形成して公共財を共同消費するときおよびそのときに限りコアは空では
n－最適規模に満たないプレイヤーのグループが他にある
ときはコアは存在せず，
ない。したがって，
ゲームは安定性を失う。つまり，最適グループの形成
をめぐって各プレイヤーは提携，分裂をくり返すことになるわけであるO
この段階ではコアが空になるとし、う可能性が示されただけで、
グそれが実際起こり得ることを示そう。そのため，
ループ規模が拡大してゆくとき，ある規模を超えるとグループの純便益が低下
われわれはさらに，
し力、しながら，
あり，
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しはじめること，つまり共同消費グループには最適規模が存在することを示
すO
いま， E＋ およびムを各々非負の実数の全体，正の整数の全体とするou(x, t) 
は E＋×ムで定義された実数値関数で，仮定（ 1）および， u(O,l)=Oを満た
し，かつ， tEl＋ に関する単調非増加関数であるとする。さらに，次の新たな
仮定（5）をおく。
(5) u(x,t）は狭義の凹関数である，
i.e.，βl十gt3 coくfくLg=l-fうが整数で、かっ， XiキX3または tiキむな
らば，
u(fxi +gx2,ft1 +gt2)>f・u(x1, t1)+g・u(x2, t2). 
さて， t=l,2，……に対し
t•u(xt, t)-C(xt）三 max(t・u(x, t)-C(x)) 
zミ0
と表わし，
b(t）三t•u(xt,t)-C(xt) 
とおく。このとき， TcN,JTl=tならば， b(t)=B(T）であることに注意し
よう。
定義2 ~L=max主立なるげがあるとき，これを最適規模（optimal
－ t二三1 t 
size）とよぶ。
以上の準備のもとに次の定理が成立するO
C(x) 
定理3 lim ---X一一＝∞ならば，最適規模が存在する。
証明 もし， u(x,t）三0for al z孟0となる tがあるならば， u(x,t）の単調
性から，すべての sミtに対して b(s）亘OであるO ゆえに， b(l）ミ0によっ
て，最適規模が存在するO
次に，任意の t(=l, 2，……〉に対し， u(x,t)>Oなる zがあるとしよう。単
調性によって u(O,t）三u(O,l)=Oであるから，連続性により u(yt,t)=Oとな
るyt(t=l,2，……〉があるO ゆえに， u(x,t）の狭義の凹性から，
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O=u（川＝一上ω 一1,s一1)
くu(ys一1~ys+t 's) 
for s=2, 3，・
したがって，単調性から
ys-1 +ys+t 
ysく一一三一一，
i.e., ys+t-ys>ys-ys-1, 
s=2,3，・
s=2,3, ・・・
これから，
(9) ??
? ?? ?
? s=3,4，・・
であることが従う。 （ここでyi=oより， y3>0であることに注意しておく〉
以上のもとで，
(10) b(s）く0,for al s乙t
なる tがあることを示す。 (10）が成立しないと仮定すると，各 k(=l,2，…〉
に対して b(sk）ミ0なるけ（とめをとることができる。 b(sk）三 sk・u(x5",sk)-
C(x5＂）ミ0と， u(y5",sk) =Oに注意すれば， xs＂ミys＂である。ゆえに， C(x) 
の単調性と（9）から，
r'f skya ¥ 
le k C(x5") C(y5") -¥ 3 / 
(xs 'sk）孟 sk 三三~ーミ~~
for s=3, 4，・
したがって定理の仮定から，
c(竺立つ
lim u(xペsk）ミlim ' ;_ I 
h→＝ k→∞崎
r'f sk・y3¥ 
エどと（子） ~－？） =00 
3 
u(i, t）は上に有界であるから，これは予盾である。ゆえに，（10）と b(l）ミ0
より最適規模が存在する。 〈証明終〉
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この定理によって， nとげなるゲーム （n，めには nー 最適な共同消費グル
ープが存在し，定理2によって， Nがこれらの nー 最適な共同消費グループに
分割されるときおよびこのときに限ってコアが存在する。われわれは，このこ
とをもう少し強い条件のもとで次の定理4として明確に表現しよう。
定理4 C（めは2階連続微分可能で， 2Cぺx)C（めとくC’（め）2,for al x>O 
を満たすとするO このとき，高々 2個の最適規模 P とt*+lが存在して以下
の（i ), (i）が成立するO
(i) 最適規模 F が一意であるとき：
Coreキθく＝〉 n豆P またはnは t＊ の倍数，
(i) 最適規模が t＊ と t*+lであるとき：
Coreキ0く＝〉 n三三戸＋1または， n=k・t＊十m(t*+l),
ただしん， mは正の整数である。
証明 以下のA, B, CおよびDの4つの部分に分けて証明する。
C(x) 
A ：関数ー ヲ一ー は x>O,t>Oに関する凸関数。
証明〉 C（めは2階連続微分可能であるからAが成立するための必要十分
C(x) 条件は一三一一の Hessian,i.e., 
( C (x) C (x) ¥ 
C’（x) 2C(x) I 
が，任意の x>O,t>Oに対して非負定符号となることである。このための必
要十分条件は，
Cぺt) 2Cぺx)C(x）ー（C'(x))2
一tーと0, t4 2三O
for al x>O, t>O 
で与えられ，仮定によりこれは満たされているO
(10) Mangasarian C 6〕参照。
(1) ただし， 3変数以上の場合については，この主座小行列式が非負とL、う条件は，ー
般に必要条件であるにすぎない。詳細については，竹内啓〔14）参照。
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b(t) 
B：関数t はー， t=l,2，…，に関する狭義の凹関数。
証明） Aと u(x,t）の狭義の凹性とから， t=2,3，…に対して次の不等式が
成立するO
1 ( b(t-1) b(t十1)¥ 1 （ ＋一一一一）＝一一（u(xtー1, t-l)+u(xt+i, t+l)) 2 ¥ t-1 t+l I 2 
1 ( C(xtー＇） , C(xt+1) ¥ 
2 ¥ t-1 I t十1 I 
円 （xtーl十xt+I¥ 
くu(xt~xt+1 ' t)-~＼ 2 / 
C(xt) 
三玉u(xt, t） 一一~
~ b(t) 
ゆえにBが成立する。
c：最適規模が存在するO
証明） cめの単調性と凸性より
C’（x）三o,Cぺx）とOfor al x>O. 
ここで， C'(xo)>Oなる xo>Oがあって凸性から
C'(x)>O for al z二三xo>O
となることに注意する。次に，
(11) 
(12) 
(xC'(x)-C(x）’＝XCぺ.-r）孟0,for al x>O, 
0・C'(O)-C(O)=O
であるから，
{ C(x）γ＿ xC'(x)-C(x) 
(13) ｛ー コー ）－ ~ と0for al >O. 
＼ら，（， I X" 
仮定より2cぺx)C(x）三c’（x))2for al x>O であるから， x~三Xo ならば C"
(x)>O.ゆえに（11), (12）から
f C(x) ＼’
(14) （－；；一）>O, for al zとXo
(12) C’（O)==lim C’（x）と定義する。
Z今＋o
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C(x) ., したがって， (13), (14）から関数一一一一は x>Ov~関して単調増加であり，x 
Aより凸関数であるから，
lim _f_色2-=
X→00 x 
ゆえに定理3から最適規模が存在する。
次に， Bより
(15) 
b(t) b(t-1)、 b(t十1) b(t) 
〉 一一一一ー， t=2.3，・－t t-1 _.,- t十1 t”’ 
であるから，もし， 行口1）一等2-=oならば t＊ と山が最適規模
である。また，そうでなければ最適規模は一意である。
D : (i), (i)が成立するO
証明〉まず，最適規模げが一意であるとする。 (15）から
(16) 
b(s-1) ~ b(s) . ぐ一一一， foral s三二t*
Sー l 、 s ’ 一
b(s+ 1) b(s) 
(17) 一一一一一く一一一， foral s>t* 
S十1
もし， n三三円ならば（16）より
三企Lく三色2_＝竺【ぎ）, for al s三n
s = n n ’ 一
ゆえに定理1によりCoreキθ．
もし n>t＊ならば，がは一意な n－最適規模であるO ゆえに定理2の(i）より
Coreキθく＝＞ n=mt* (mは正の整数）
したがって（i）が成立する。
次に， t＊ とが＋1が最適規模であるとしようo n豆t＊十1の場合は（i）よりあ
きらかo n=k・t*+m(t＊十1)( k, mは正の整数〉とすると， v(N)=k・b(t*)+ 
mb(t＊十1) となるから，定理2の(i）より Coreキθであり，逆も成立する。ゆ
えに（i）が得られる。 （証明終〉
系1 最適規模ががと t*+lであるとき，
n三t*(t＊ー1）ならば Coreキθ．
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証明 n=t*(t＊ー1）十αt＊十戸
（α，pは整数で， α三o,0三当三二t＊ー1)
と表わすと，
n＝［α十｛(t*-1)-(3} Jt*+ {3(t＊十1)
となって， α十｛Ct＊ー 1)-{3｝とo,{3~三0.
ゆえに定理4の（i）より Coreキθ． （証明終〉
この定理における費用関数 C(x）のみたすべき条件は多少告I約的であって，
C(x）は少なくとも 2次関数でなければならなし、。これがみたされるならば，
最適規模は一つあるいは連続して二つ存在するO もし最適規模が一意ならば，
ゲームの規模nが最適規模を超えないうちはn自身が nー 最適規模となって，
つねにコアが存在するO 最適規模を超えると，以後は nがちょうど最適規模
t＊ の倍数となる場合を除いてコアは存在せず，共同、消費グループのグループ分
けは不安定となるO つまり， どのような配分αがゲーム（n,v）の結果として
実現したとしても，戸内くB(T)=b(t＊） となる T(JTJ=t＊） があるO したが
tξT 
って，どのような配分 α＝〈αl，α2，…，αρ に関しでも，グループ T(¥TI=t*) 
を新たに形成して αt より大きい利得んたとえば，
ん＝αi+s,for al iET, 
ここに， s＝~（b(t*)- ~αi)>O 
z中 z巴T
なる利得んを獲得することのできるげ人のプレイヤ｛は，配分αを達成し
ている共同消費グループのグル｛プ分けから離脱して彼らだけで最適規模げ
の共同消費グループを形成しようとし、う動機と実行力とをもっているO ゆえ
に，どのような共同消費グループのグループ分けも，この意味で安定なものと
して落ち着くことはできず，絶えず形成，分裂をくり返すとし、う不安定な状態
におかれると考えることができる。
これに対して，もしがとが＋1が最適規模であるならば，規模nが t*(t*
-1）以上になればつねにコアが存在し，グループ分けは安定となる。とくに，
もしが＝2ならば， nキ1なるゲーム （n，めにはつねにコアが存在する。し
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かしながら，証明からわかるように，このような二つの最適規模が存在するの
はきわめてまれであると言えるであろう。
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